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1 Introduction

Les notions d’α-permanent et d’α-determinant furent introduites par D.Vere-Jones [VJ88] dans
le cadre de ses travaux en théorie des probabilités. Ces notions ont des liens en physique, notamment
en théorie quantique des champs et en physique statistique ([CMO19]).

Définition 1.1 (α-determinant). Soit M ∈Mn(C) une matrice carrée de taille n à coefficients
complexes. On définit l’α-determinant d’une matrice M par :

detα(M) =
∑
σ∈Sn

αn−ν(σ)
n∏

i=1

Mi,σ(i)

où ν(σ) est le nombre de cycles de σ et Sn est le groupe symétrique d’ordre n.

Définition 1.2 (α-permanent). Soit M ∈ Mn(C) une matrice carrée de taille n à coefficients
complexes. On définit l’α-permanent d’une matrice M par

permα(M) =
∑
σ∈Sn

αν(σ)
n∏

i=1

Mi,σ(i)

Remarque 1.3 (Lien entre l’α-permanent et l’α-déterminant). Soit α ∈ C⋆. On constate immé-
diatement que : detα(M) = αn×perm 1

α
(M). En effet, detα(M) =

∑
σ∈Sn

αn×α−ν(σ)
∏n

i=1Mi,σ(i) =

αn
∑

σ∈Sn
( 1α)

ν(σ)
∏n

i=1Mi,σ(i) = αn × perm 1
α
(M).

Remarque 1.4 (Réduction au déterminant et permanent usuels). Pour α = 1, detα(M)

revient au permanent usuel de M : det1(M) =
∑

σ∈Sn

∏n
i=1Mi,σ(i) = perm(M). Pour α = −1,

detα(M) revient au déterminant usuel de M : det−1(M) =
∑

σ∈Sn
ϵ(σ)

∏n
i=1Mi,σ(i) = det(M), où

ϵ(σ) est la signature de σ. En effet, il suffit de constater que si une permutation σ se décompose en p
cycles à supports disjoints de longueurs respectives k1, ..., kp alors son nombre de cycles est ν(σ) = p

et sa signature s’écrit ϵ(σ) =
∏p

k=1(−1)
ki−1 car ϵ est un morphisme et que la signature d’un cycle de

longueur ki est (−1)ki−1. On obtient finalement le résultat souhaité puisque
∑p

i=1 ki = n.

Remarque 1.5 (n-homogeneité du α-determinant et du α-permanent). Pour tout c ∈
C,detα(cM) = cn×detα(M). On a de même, d’après la Remark 1.3 que pour tout c ∈ C, permα(cM) =

cn × permα(M).

L’objet centrale de ce TER est donné par la définition suivante, inspirée de la physique théo-
rique [LY52].

Définition 1.6 (Zéros de Yang-Lee). Soit M ∈Mn(C) une matrice carrée de taille n à coefficients
complexes. On appelle alors zéros de Yang–Lee de M les racines de detα(M), qui est vu comme
un polynôme en la variable α. On note cet ensemble YL(M).

Pour n ∈ N⋆, on note [n] = {1, · · · , n} l’ensemble des entiers compris entre 1 et n ainsi que In la
matrice identité de taille n. On a alors que YL(In) = ∅. On a aussi le lemme suivant.

Lemme 1.7. On note Jn la matrice de taille n qui ne contient que des 1, on a alors que detα(Jn) =∏n−1
k=1(1 + kα). On a donc en particulier YL(Jn) = {−1

k , k ∈ [n− 1]}.
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Démonstration. En réorganisant les termes de detα(Jn) =
∑

σ∈Sn
αn−ν(σ), on obtient : detα(Jn) =∑n

k=0 s(n, k)α
n−k où s(n, k) appelé nombre de Stirling de première espèce non signé représente le

nombre de permutations de Sn qui contiennent exactement k-cycles 1.
D’après la fonction génératrice

∑n
k=0 s(n, k)α

−k = ( 1α)
k, où (X)n =

∏n−1
k=0(X + k) est la factorielle

croissante de X = 1
α , on obtient le résultat annoncé (en multipliant par αn).

2 Premières propriétés, décomposition de Crane et une application
du α-determinant

Dans cette partie nous donnons quelques résultats concernant le α-permanent d’une matrice
complexe quelconque qui nous permettrons de simplifier les divers calculs de α-déterminants. Nous
donnons également un premier résultat lié au α-déterminant donnant un exemple d’utilisation de cet
objet mathématique mais qui ne sera pas utile pour la suite de notre projet.

2.1 Premières propriétés de l’α permanent

Nous donnons ici quelques propriétés du α-permanent d’une matrice quelconque. Notons pour une
matrice A ∈Mn(C) sa transposée tA.

Proposition 2.1 (Invariance par transposition). Soit une matrice M ∈Mn(C), alors on a
permα(M) = permα(

tM).

Démonstration. Considérons σ ∈ Sn. D’après le Lemme A.1 on a
n∏

i=1

Mi,σ(i) =
n∏

i=1

Mσ−1(i),i =

n∏
i=1

tMi,σ−1(i) et
n∏

i=1

Mi,σ−1(i) =
n∏

i=1

Mσ(i),i =
n∏

i=1

tMi,σ(i). Ces deux égalités nous assurent que devant

le coefficient αν(σ) du α-permanent de M on a les mêmes quantités que pour le α-permanent de tM ,
d’où le résultat.

Dans ce qui suit, nous allons donner une autre façon de considérer le α-permanent d’une matrice
quelconque M ∈ Mn(C). Considérons la fonction f : Mn(C) → C définie par M 7→ permα(M).
Alors cette fonction s’identifie à une unique fonction f̃ définie par l’action suivante sur la matrice M

écrite ligne par ligne f̃ : (Cn)n → C, (L1, L2, · · · , Ln) 7→ permα


L1

L2

...
Ln

 .

On remarque également que l’on peut faire la même chose en écrivant notre matrice M par colonne.
On en déduit que la fonction f̃ est n-linéaire, à savoir :

Définition 2.2 (n-linéarité). Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit d’une fonction f

définie de En vers F qu’elle est n-linéaire si elle est linéaire en chaque variable.

On a :

1. Voir e.g. https://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFirstKind.html.
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Proposition 2.3 (n-linéarité de f̃). La fonction f̃ est n-linéaire.

En particulier si on écrit A = (xi,j + yi,j) =


L1

...
Ln

 alors en notant X = (xi,j) =


X1

...
Xn

 et

Y = (yi,j) =


Y1
...
Yn

 on a pour tout i ∈ [n] :

permα(A) = permα



L1

...
Li−1

Xi

Li+1

...
Ln


+ permα



L1

...
Li−1

Yi

Li+1

...
Ln


.

Démonstration. Soit i ∈ [n]. On peut partitionner Sn comme suit : Sn = ⊔nj=1 {σ ∈ Sn, σ(i) = j}︸ ︷︷ ︸
=Si→j

n

où Si→j
n est l’ensemble des permutations qui envoient i sur j.

On peut donc écrire : permα(A) =
n∑

j=1

∑
σ∈Si→j

n

αν(σ)(xi,j + yi,j)
∏
k ̸=i

Ak,σ(k). On a donc :

permα(A) =

n∑
j=1

∑
σ∈Si→j

n

αν(σ)xi,j
∏
k ̸=i

Ak,σ(k)

︸ ︷︷ ︸

=permα



L1

...
Li−1

Xi

Li+1

...
Ln



+

n∑
j=1

∑
σ∈Si→j

n

αν(σ)yi,j
∏
k ̸=i

Ak,σ(k)

︸ ︷︷ ︸

=permα



L1

...
Li−1

Yi

Li+1

...
Ln


D’où le résultat.

On remarque, soit en définissant une seconde fonction qui agit sur les colonnes et en reprenant
les mêmes arguments que dans le Proposition 2.3, soit en utilisant l’invariance par transposition
(Proposition 2.1), que le α-permanent est également n-linéaire par rapport aux colonnes. En utilisant
la Remark 1.3, le résultat suivant dans D.Vere-Jones [VJ88, Proposition 3.1] suit :

Proposition 2.4. L’α-déterminant est invariant par permutation simultanée de deux lignes et de
deux colonnes.
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2.2 Une première application du α-permanent

Il existe de nombreuses identités qui sont des généralisations du théorème principal de MacMa-
hon [Mac15] faisant apparaître l’α-déterminant ou le α-permanent, voir par exemple [Tui18]. Le
but de cette section est de proposer une preuve détaillée d’un théorème de D.Vere-Jones [VJ88]
concernant le α-permanent.

Théorème 2.5 (Expansion de Vere-Jones). Soit n ∈ N, α ∈ R A ∈Mn(K), A = (ai,j)1≤i,j≤n

et Z = diag(z1, . . . , zn) deux matrices telles que le rayon spectral de leur produit ZA est strictement
inférieur à 1. On a

[
det(In − ZA)

]−α
= 1 +

n∑
1≤i≤n

zi · ai,i +
1

2!

∑
1≤i,j≤n

zizj · permα

(
ai,i ai,j

aj,i aj,j

)
+ . . . .

Commençons par énoncer un lemme préliminaire qui nous permettra de démontrer le Théorème 2.5.

Lemme 2.6. Soit h la somme d’une série entière définie sur son disque ouvert de convergence D ⊂ C
par

h(z) =

∞∑
k=1

hk
zk

k!
.

Il existe un disque ouvert D′ ⊂ D, centré en 0 et de rayon non nul, tel que pour tout z ∈ D′ :

exp[h(z)] = 1 +

∞∑
k=1

zk

k!

∑
τ∈P[k]

m(τ)∏
r=1

hsr , (2.1)

où P[k] est l’ensemble des partitions de [k], τ = {S1, . . . ,Sm(τ)} ∈ P[k] est une partition de parties
S1, . . . ,Sm(τ), m(τ) dénote le nombre d’éléments de τ et, pour r ∈ [m(τ)], sr est le cardinal de la
partie Sr.

Démonstration du Lemme 2.6. Dans cette preuve nous allons montrer que les deux termes de l’égalité
2.1 sont solutions d’un même problème de Cauchy. L’unicité d’une telle solution permettra alors
de conclure. h est de classe C∞ sur D. On considère alors le problème de Cauchy d’inconnu y :
V ⊂ D → K où V est un voisinage ouvert de 0, y′(z) = h′(z)y(z) ∀z ∈ V

y(0) = exp(h(0)) = 1
. (2.2)

La fonction composée exp ◦h est alors une solution évidente sur D′, son disque ouvert de convergence.
Considérons maintenant la série formelle qui correspond au terme de droite de l’égalité 2.1 :

G(X) = 1 +

∞∑
k=1

Xk

k!

∑
τ∈P[k]

m(τ)∏
r=1

hsr

qui satisfait G(0) = 1. Soit G′ la série formelle dérivée de G et définissons, pour tout k ∈ N∗, Hk =∑
τ∈P[k]

∏m(τ)
r=1 hsr , avec H0 = 1. Alors on a d’une part :

G′(X) =

∞∑
k=0

Xk

k!
Hk+1
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et d’autre part, par produit de Cauchy,

h′(X)G(X) =

 ∞∑
k=0

hk+1X
k

k!

 ∞∑
k=0

Xk

k!
Hk

 =
∞∑
k=0

Xk
k∑

i=0

hk+1−i

(k − i)!
Hi

i!
=

∞∑
k=0

Xk

k!

k∑
i=0

(
k

i

)
hk+1−iHi .

On cherche alors à réordonner le terme de droite. Pour τ = {S1, . . . ,Sm(τ)} ∈ P[k] comme il n’y a pas
de notions d’ordres entre les parties de τ , on peut toujours noter S1 l’unique partie qui contient 1. On
note alors i ∈ [k] le nombre d’éléments qui sont en dehors de S1 (qui contient alors k+1− i éléments
et est associée au facteur hk+1−i dans le produit). Il y a alors

(
k
i

)
choix possibles pour les éléments

en dehors de S1, et {S2, . . . ,Sm(τ)} forme une partition d’un ensemble à i éléments (remarquons que
dans la somme, la valeur des éléments de l’ensemble partitionné n’a aucune importance). Il s’ensuit
que Hk+1 se réécrit comme suit

Hk+1 =

k∑
i=0

(
k

i

)
hk+1−i

∑
τ∈P[i]

m(τ)∏
r=1

hsr =

k∑
i=0

(
k

i

)
hk+1−iHi

et par identification on retrouve bien que

h′(X)G(X) = G′(X) .

L’unicité des solutions du problème de Cauchy 2.2 nous assure finalement que G(X) = exp(h(X)),
et comme h et exp sont développables en série entière et que h(0) = 0, par composition de telles
fonctions exp(h) est développable en série entière sur un disque ouvert D′ ⊂ D. Par unicité du
développement en série entière on a finalement que son développement en série entière sur D′ est
exactement G(z).

Nous pouvons maintenant passer à la démonstration de l’expansion de Vere-Jones.

Démonstration du Théorème 2.5. Traitons le cas « homogène » où Z = zIn. Dans le cas où la matrice
Z n’est pas de cette forme, en particulier Z ̸= 0, donc il existe i0 ∈ [n] tel que zi0 ̸= 0 et on pose alors
Â = ( zi

zi0
ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(K). Avec ce choix, chaque ligne de A est multipliée par un coefficient bien

choisi de sorte que ZA = zi0Â, ce qui nous ramène au cas homogène : une fois la formule démontrée,
on peut alors l’appliquer à la matrice Â et en exploitant la multilinéarité de l’α-permanent (sur les
lignes), on retrouve alors le résultat souhaité.

Commençons par trouver un développement en série entière de
[
det(In − ZA)

]−α en le passant
ensuite sous forme exponentielle. Notons alors v1, . . . , vn les valeurs propres de A (non nécessairement
distinctes). Par hypothèse, on a que |zvi| < 1 pour tout i ∈ [n], et donc

log det[In − zA] =
n∑

i=1

log(1− zvi) =
n∑

i=1

∞∑
k=1

−(zvi)
k

k
= −

∞∑
k=1

zk

k
Tr(Ak) .

On applique alors le Lemme 2.6 en posant, pour k ∈ N∗, hk = αTr(Ak)(k − 1)!. On obtient

[
det(In − ZA)

]−α
= exp

α ∞∑
k=1

zk

k
Tr(Ak)

 = 1 +

∞∑
k=1

zk

k!

∑
τ∈P[k]

m(τ)∏
r=1

αTr(Asr)(sr − 1)! .
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Il suffit alors de montrer l’identité suivante pour k ∈ N∗ :

∑
1≤i1,i2,...,ik≤n

permα


ai1,i1 . . . ai1,ik

...
. . . . . .

aik,i1 . . . aik,ik

 =
∑

τ∈P[k]

αm(τ)

m(τ)∏
r=1

Tr(Asr)(sr − 1)! .

Le terme de gauche est en fait une double somme lorsque la Définition 1.2. Donc, en échangeant
les deux sommes et en partitionnant les permutations selon les parties qu’elles laissent stables (ce
qui forme alors une partition de [n]), on n’a plus qu’à prendre tous les produits possibles associés
aux permutations dont la décomposition en cycles à supports disjoints est formée de cycles dont les
supports sont exactement les éléments de cette partition. Finalement, pour τ = {S1, . . . ,Sm(τ)} ∈ P[k]
et r ∈ [m(τ)], on note Cr l’ensemble des sr cycles sur l’ensemble [sr], on a alors :

∑
1≤i1,i2,...,ik≤n

permα


ai1,i1 . . . ai1,ik

...
. . . . . .

aik,i1 . . . aik,ik

 =
∑

τ∈P[k]

αm(τ)

m(τ)∏
r=1

∑
σr∈Cr

∑
1≤i1,i2,...,isr≤n

ai1,iσr(1) . . . aisr ,iσr(sr) .

Il suffit alors de montrer que pour tout s ∈ N∗ on a :

∑
σr∈Cr

∑
1≤i1,i2,...,is≤n

ai1,iσr(1) . . . ais,iσr(is) = (s− 1)!Tr(As) .

On peut se convaincre facilement que pour s ∈ N∗ on a :

Tr(As) =
∑

1≤i1,i2,...,is≤n

ai1,i2ai2,i3 . . . ais−1,isais,i1 .

Remarquons alors qu’en permutant les s sommes de toutes les manières possibles, on obtient toujours
le même résultat, chaque terme de la somme de gauche correspond en fait à un arrangement différent
des sommes, il y en a (s− 1)! ils valent tous Tr(As) ce qui donne alors le résultat souhaité et termine
la démonstration.

Dans la suite du manuscrit nous étudierons l’α-déterminant et non plus l’α-permanent. Les
résultats se transposent facilement au α-permanent grâce à la Remark 1.3.

2.3 Le théorème de décomposition de Crane pour l’α déterminant

L’objectif de cette section est d’exposer la preuve d’un théorème dû à Crane [Cra13, Thèoréme
1.1] qui permet d’exprimer l’α-déterminant d’une matrice comme combinaison linéaire de certains β-
déterminants. Pour l’énoncer et le démontrer, nous avons besoin de quelques définitions préliminaires 2.
On rappelle que P[n] l’ensemble des partitions de [n] = {1, . . . , n}.

Définition 2.7 (matrice de projection). Pour une partition π ∈ P[n] on définit la projection de
π sur M , notée M.π, la matrice de taille n definie, pour 1 ≤ i, j ≤ n, par

2. Nous proposons ici une discussion en termes de α-determinants, alors que [Cra13, Thèoréme 1.1] est énoncé en
termes de α-permanents. Les deux formulations sont équivalentes grâce à la Remark 1.3.
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[M.π]i,j =

Mi,j si i et j sont dans une même partie de π

0 sinon
.

Définition 2.8 (Raffinement). On dit qu’une permutation σ ∈ Sn est un raffinement de π ∈ P[n]
si chaque cycle de la permutation σ est inclus dans une partie de la partition π. On note cette relation
entre σ et π par σ ≤ π. On peut comparer une permutation à une partition car la décomposition en
cycles à supports disjoints d’une permutation induit naturellement une partition.

Par exemple, la partition associée à σ1 = (1, 3, 5) ◦ (4) ◦ (2, 6) est π1 = {{1, 3, 5}, {2, 6}, {4}}.
Inversement, des permutations associées à π2 = {{1, 3, 5}, {2, 4, 6} peuvent être σ2 = (1, 3, 5)◦(2, 4, 6) ;
σ3 = (1, 5, 3) ◦ (2, 4, 6) ; σ4 = (1, 3, 5) ◦ (6, 4, 2) ect... Parmi les exemples proposés, on a σ1 ≤ π1

mais que σ2, σ3, σ4 ne sont pas des raffinements de π1. Par contre σ1, σ2, σ3 et σ4 sont toutes des
raffinements de π2.

Nous sommes prêts à énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 2.9 (Décomposition de Crane). Soit une matrice M ∈Mn(C) et soient α, β ∈ C.
Alors

detαβ(M) =
∑

π∈P[n]

βn−ν(π)

ν(π)−1∏
k=0

(1− kβ)

detα(M.π) .

où (avec un léger abus de notation) ν(π) est le nombre de parties de π.

Démonstration. Tout d’abord on remarque que pour toute partition π ∈ P[n] l’égalité suivante est
vraie

detα(M.π) =
∑
σ≤π

αn−ν(σ)
n∏

i=1

Mi,σ(i) . (2.3)

En effet, si σ n’est pas un raffinement de π dans le sens de la Définition 2.8, alors un des termes
[M.π]i,σ(i) sera nul dans le produit.

Considérons maintenant la partie droite de l’énoncé :

S déf
=

∑
π∈P[n]

βn−ν(π)

ν(π)−1∏
k=0

(1− kβ)

 detα(M.π)

Éq. 2.3
=

∑
π∈P[n]

βn−ν(π)

ν(π)−1∏
k=0

(1− kβ)

∑
σ≤π

αn−ν(σ)
n∏

i=1

Mi,σ(i) .

On peut maintenant intervertir l’ordre de sommation car les ensembles sont finis∑
(σ,π)∈Sn×P[n]

σ≤π

=
∑

π∈P[n]

∑
σ∈Sn
σ≤π

=
∑
σ∈Sn

∑
π∈P[n]

π≥σ

et ce qui nous permet donc d’obtenir :

S =
∑
σ∈Sn

αn−ν(σ)(

n∏
i=1

Mi,σ(i))
∑
π≥σ

βn−ν(π)

ν(π)−1∏
k=0

(1− kβ) .
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Ensuite, en notant S(n, k) le nombre de Stirling de seconde espèce qui représente le nombre de

partitions de [n] qui ont exactement k parties 3, on a :

S =
∑
σ∈Sn

αn−ν(σ)

 n∏
i=1

Mi,σ(i)

 ν(σ)∑
j=1

S(ν(σ), j)βn−j
j−1∏
k=0

(1− kβ) .

Or, on a la propriété remarquable suivante :

ν(σ)∑
j=1

S(ν(σ), j)βn−j(

j−1∏
k=0

(1− kβ)) = βn−ν(σ) , (2.4)

qu’on voit souvent écrite de cette manière
∑ν(σ)

j=1 S(ν(σ), j)
(

1
β

)
j
= ( 1β )

ν(σ) (voir le bas de page), où

(X)n est la factorielle décroissante deX. La propriété 2.4 nous permet de conclure que
∑

π∈P[n]
βn−ν(π)(

∏ν(π)−1
k=0 (1−

kβ)) detα(M.π) =
∑

σ∈Sn
(αβ)n−ν(σ)

∏n
i=1Mi,σ(i) = detαβ(M).

Remarque 2.10 (Écriture compacte de la décomposition de Crane). On peut écrire la
formule de décomposition de Crane avec la factorielle décroissante comme suit :

detαβ(M) =
∑

π∈P[n]

βn ×
(
1

β

)
ν(π)

detα(M.π) .

Remarque 2.11 (Décomposition de Crane pour α = −1). Pour α = −1, l’énoncé du Théorème 2.9
est

detβ(M) =
∑

π∈P[n]

(−β)n−ν(π)

ν(π)−1∏
k=0

(1 + kβ) det(M.π) .

Cette observation est le point de départ de l’algorithme de Bell (Section 3.1).

3 Expériences numériques

Dans cette section, on propose une réflexion sur le calcul numérique de l’alpha déterminant.
Différents graphiques et expériences numériques sont également présentés afin d’illustrer certains
résultats développés dans les autres sections. Les notebooks python qui ont été utilisés sont disponibles
aux liens suivants Ter Det Alpha Fischer et Bootstrap et Simulation Numérique Zéros de Yang-Lee. 4

3.1 Algorithmes déterministes : naif et Bell

On présente ici deux algorithmes déterministes pour calculer l’α-déterminant numériquement.

Le premier, que nous appellerons algorithme naïf, consiste à appliquer la formule de la Définition 1.1.
L’algorithme naïf fait intervenir :

3. Voir e.g. https://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheSecondKind.html
4. Les notebook sont accessibles sans compte google, on peut également les télécharger au format pdf, iypnb et py.

Un compte google est par contre nécessaire si on veut exécuter en ligne un notebook ou le modifier.
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— une fonction auxiliaire Générer_permutations(n) qui génère toutes les permutations de Sn ;

— une fonction auxiliaire nombre_de_cycles(sigma) qui renvoie le nombre de cycles d’une permu-
tation sigma.

Le deuxième algorithme, que nous nommerons algorithme de Bell, consiste à appliquer la consé-
quence de la décomposition de Crane mentionnée dans la Remark 2.11. L’algorithme de Bell fait
intervenir :

— une fonction auxiliaire generer_partitions(E) qui génère toutes les partitions de l’ensemble E ;

— une fonction auxiliaire matrice_proj(M,π) qui calcule la projection M.π.

Nous reproduisons le pseudocode des deux algorithmes respectivement dans les tableaux Algo-
rithm 1 et Algorithm 2.

Algorithm 1 Calcul du alpha déterminant avec l’algorithme naïf
1: Fonction alpha_determinant_naif(α, M)
2: n← taille(M)
3: resultat← 0

4: liste_perm← Générer_permutations(n)
5: for chaque σ dans liste_perm do
6: prod← 1

7: ν ← nombre_de_cycles(σ)
8: for i allant de 0 à n do
9: prod← prod×Mi,σ(i)

10: end for
11: resultat← resultat+ α(n−ν) × prod
12: end for
13: return resultat

3.1.1 Comparaison des complexités temporelles

La complexité temporelle mesure la vitesse d’exécution d’un algorithme [Ver24]. Elle est calculée
en regardant le nombre total d’opérations fondamentales effectuées par l’algorithme. Ces opérations
incluent les comparaisons, les affectations, les accès à un tableau, l’analyse des structures de contrôle
telles que les boucles et les conditions.

Calcul de complexité de l’algorithme naïf. En référence à Algorithm 1, la complexité de la
fonction Générer_permutations(n) est en O(n!). Parcourir la liste des permutations a une complexité
en O(n!). La complexité de nombre_de_cycles(sigma) est en O(n), en effet tant que tous les entiers
n’ont pas été parcourus, on récupère les éléments qui sont dans un même cycle pour chaque entier en
appliquant σ successivement à ce dernier jusqu’à retomber sur le nombre de départ. On ne recherche
pas à nouveau les éléments qu’on a déjà trouvés, si bien que cela revient à parcourir la liste des
entiers de 1 à n en un nombre constant de fois.
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Algorithm 2 Calcul de l’alpha déterminant avec l’algorithme de Bell
Fonction alpha_determinant_bell(α, M)
n← taille(M)
liste_partitions← generer_partitions(liste(0 jusqu’à n− 1))
resultat← 0

for chaque partition dans liste_partitions do
p← longueur(partition)
M_proj ← matrice_proj(M , partition)
prod← 1

for chaque k dans 0 jusqu’à p− 1 do
prod← prod× (1 + k × α)

end for
resultat← resultat+ (−α)(n−p) × prod× det(M_proj)

end for
return resultat

Au vu de la complexité de ces fonctions auxiliaires et de la structure des boucles for dans
Algorithm 1, la complexité de l’algorithme naïf est en

O(n!) +
n!∑
k=1

(O(n) +
n−1∑
i=0

O(1)) = O((n+ 1)!) .

Calcul de complexité de l’algorithme de Bell. En référence à Algorithm 2, la complexité pour
générer toutes les partitions est en O(B(n)), où B(n) est le n-ième nombre de Bell. Pour calculer
la projection M.π, la complexité est dans le pire des cas en O(n3), c’est lorsque la partition π est
constituée de n singletons. Au contraire dans le meilleur des cas lorsque π ne contient qu’un ensemble,
la complexité est en O(n2). On admet que le calcul du déterminant avec la bibliothèque numpy est
en O(n3). Enfin le calcul simultané de αn−ν(π) et

∏ν(π)
k=1 (1 + kα) est toujours en O(n) quelque soit le

nombre de parties de π car ν(π) ≤ n. Au vu de ces complexités, on déduit que la complexité totale
de l’algorithme de Bell est en

O(B(n)) +

B(n)∑
k=1

(O(n3) +O(n) +O(n3)) = O(n3B(n))) .

Il est bien connu que la série génératrice exponentielle associée aux nombres de Bell est
∑+∞

n=0
Bn
n! x

n =

ee
x−1 [FGN01, Exercice 1.6, Nombre de Bell, p14]. Il s’agit d’une fonction holomorphe sur C dont le

développement analytique en 0 a un rayon de convergence infini. Ceci implique que pour tout p ∈ N
et R ∈ R+ on a npBnRn

n! qui converge vers 0 quand n→ +∞, car c’est le terme général d’une série
convergente.

En particulier dans le cas qui nous intéresse, n3B(n)
(n+1)! = o(1) ce qui prouve que pour de grandes valeurs

de n, l’algorithme de Bell est plus efficace que l’algorithme naïf.
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Procédons à une expérience numérique avec le protocole suivant. On mesure le temps d’exécution
des deux algorithmes précédents pour calculer le 5-déterminant de p = 30 matrices de taille n ≤ 10,
générées aléatoirement avec l’instruction np.random.rand(n,n). Les n2 coefficients de telles matrices
sont des variables i.i.d de loi uniforme dans l’intervalle [0, 1].

(a) Temps d’exécution du 5-déterminant (méthode
de Fisher pour les intervalles de confiance)

(b) Temps d’exécution du 5-déterminant, (méthode
bootstrap pour les intervalles de confiance)

Les intervalles de confiances à 95% ont été calculés tantôt avec le théorème de Fisher [Dus18,
Section 4.2, Intervalle de Confiance et Moyenne] en supposant que les temps d’exécution empiriques
suivent une loi normale (Figure 3.1a), tantôt avec la méthode bootstrap [DH97, Chapter 5, Confidence
Intervals] qui s’appuie sur des ré-échantillonnages (Figure 3.1b). Les deux méthodes donnent des
intervalles de confiance très petits comparativement au temps d’exécution pour des matrices de taille
n = 10.

Pour mieux observer les variations on peut regarder le logarithme du temps d’exécution (Figure 3.2).

Figure 3.2 – Logarithme des moyennes des temps d’exécution du 5-déterminant (méthode de Fisher
pour les intervalles de confiance).
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On constate comme attendu que pour des petites valeurs de n, l’algorithme naïf est plus efficace
que l’algorithme de Bell. À partir de n = 7, la tendance s’inverse, et on peut s’attendre à ce que la
complexité de l’algorithme naïf devient très supérieure à l’algorithme de Bell. Cette observation est
d’ailleurs cohérente avec les valeurs de la table suivante.

Table 1 – Valeurs de n3B(n) et (n+ 2)!

n n3 ×B(n) (n+ 2)!

2 16 24
3 135 120
4 960 720
5 6 500 5 040
6 43 848 40 320
7 300 811 362 880
8 2 119 680 3 628 800
9 15 416 163 39 916 800
10 115 975 000 479 001 600

3.1.2 Comparaison des précisions

On pourrait s’attendre à ce que l’algorithme de Bell soit la solution idéale pour des études d’α-
déterminant pour n grand. Cependant, la méthode de Bell peut conduire au calcul des déterminants
de matrices quasi-singulières, ce qui peut introduire du bruit. On prend pour exemple le calcul
de α 7→ detα(J6 + 200(E1,1 + E2,3)) dont on sait qu’il s’agit du polynôme α 7→ (201 + 41009α +

820α2)(1 + α)(1 + 2α)(1 + 3α) (voir la Section 4.2). On peut comparer les tracés obtenus avec la
fonction polynomiale théorique, l’algorithme naïf et l’algorithme de Bell. Les trois tracés semblent
parfaitement coïncider (Figure 3.3).

Figure 3.3 – Tracé d’un polynôme alpha permanent
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Pourtant si on zoom plus le graphique, on constate un bruit vert pour l’algorithme de Bell qui
s’avère donc moins précis que l’algorithme naïf (Figure 3.4a). Si on continue de zoomer, l’algorithme
naïf lui aussi présente du bruit, mais à une échelle moins importante (Figure 3.5).

(a) Une erreur de précision apparaît pour l’algo de
Bell

(b) L’algo naif reste précis

Figure 3.5 – Tracé d’un polynôme alpha permanent zoom maximal
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3.2 Expérience sur les Zéros de Yang-Lee Aléatoires

Pour chaque taille de matrice 3 ≤ n ≤ 10, on tire 300 fois selon une loi uniforme deux positions
(i, j) et (p, l) ainsi qu’une perturbation ϵ selon une des trois lois à variables entières étudiées à
la section 6.2 et on compte les zéros de Yang Lee de detα(Jn + ϵ(Ei,j + Ep,l)) qui sont réels. Les
proportions empiriques sont très proches des probabilités théoriques qui ont été établies. On présente
les graphiques ci-après.

Figure 3.6 – Simulation pour ϵ ∼ B(30, 0.4)

Figure 3.7 – Simulation pour ϵ ∼ G(0.2)

Figure 3.8 – Simulation pour ϵ ∼ P(3)
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4 Résultats analytiques

Dans la suite, on étudie la répulsion déterministe des zéros de Yang-Lee.

4.1 Une unique perturbation

L’objectif de cette section est de répondre à la question suivante "comment sont déplacés les
zéros de Yang-Lee pour une perturbation ϵ ∈ R à la position i, j de Jn ?" C’est-à-dire, on se demande
quelles sont les racines de detα(Jn + ϵEi,j) où Ei,j est la matrice de taille n qui contient un 1 en
position (i, j) et des 0 partout ailleurs.

Proposition 4.1. Il existe un polynôme linéaire en (α, ϵ) noté Pn,ϵ
i,j , tel que detα(Jn + ϵEi,j) =

Pn,ϵ
i,j (α)× detα(Jn−1) . En particulier,

Pn,ϵ
i,j (α) =

1 + ϵ+ (n− 1)α i = j

1 + (n− 1 + ϵ)α i ̸= j
.

Démonstration. D’après la Définition 1.1, en distinguant les permutations selon qu’elles envoient ou
non i sur j, on a

detα(Jn + ϵEi,j) =
∑
σ∈Sn
σ(i)=j

αn−ν(σ)(1 + ϵ) +
∑
σ∈Sn
σ(i)̸=j

αn−ν(σ) ,

d’où detα(Jn + ϵEi,j) = ϵ ×
∑

σ∈Si→j
n

αn−ν(σ) +
∑

σ∈Sn

αn−ν(σ). En appliquant la Proposition A.2 à la

fonction f : R×N→ R, (α, ν) 7→ αn−ν et en se souvenant du Lemme 1.7, on obtient immédiatement
le résultat annoncé.

Theorem 4.2 (Perturbation Déterministe Unique). Pour tout i, j ∈ [n], YL(Jn + ϵEi,j) ⊂ R.
Plus précisément, les n− 2 premiers zéros de Yang-Lee {− 1

k , k ∈ [n− 2]} ne sont pas déplacés et le
plus grand zéro de Yang-Lee −1

n−1 devient− 1+ϵ
n−1 i = j

− 1
n−1+ϵ i ̸= j

.

Démonstration. Il s’agit d’un corollaire immédiat de la Proposition 4.1.

4.2 Perturbation double

L’objectif de cette section est de répondre à la question suivante « comment sont déplacés les
zéros de Yang-Lee de Jn pour une perturbation ϵ ∈ R simultanément à la position (i, j) et (p, l)

de Jn ? » C’est-à-dire, on se demande quelles sont les racines de detα(Jn + ϵ(Ei,j + Ep,l)), pour
(i, j); (p, l) ∈ [n]2.

Pour répondre à cette question on a besoin d’une définition préliminaire.

Définition 4.3. Soient (i, j); (p, l) ∈ [n]2 deux positions. On introduit les définitions suivantes :

(ML) les deux positions sont sur la même ligne ou la même colonne lorsque i = p ou j = l ;
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(1D) exactement une position est sur la diagonale lorsque i = j ou (exclusif) p = l ;

(2D) les deux positions sont sur la diagonale lorsque i = j et p = l ;

(2HD) les deux positions sont en dehors de la diagonale lorsque i ̸= j et p ̸= l ;

(S) les deux positions sont symétriques lorsque i = l et j = p.

On a alors le résultat suivant :

Proposition 4.4. Si les deux positions perturbées sont de type (ML), alors il existe un polynôme
Pi,j,p,l de degré au plus 1 tel que : detα(Jn + ϵ(Ei,j + Ep,l)) = Pn,ϵ

i,j,p,l(α)× detα(Jn−1).
Si les deux positions perturbées sont du type (not ML) alors il existe un polynôme Qi,j,p,l de degré
au plus 2 tel que : detα(Jn + ϵ(Ei,j + Ep,l)) = Qn,ϵ

i,j,p,l(α)× detα(Jn−2).
En outre on peut expliciter les polynômes Pn,ϵ

i,j,p,l et Qn,ϵ
i,j,p,l selon les différentes configurations possibles :

(ML) : Pn,ϵ
i,j,p,l(α) =


1 + 2ϵ+ (n− 1)α (2D)

1 + ϵ+ (n+ ϵ− 1)α (1D)

1 + (n+ 2ϵ− 1)α (2HD)

,

(not ML) : Qn,ϵ
i,j,p,l(α) =



(n− 2)(n− 1)α2 + [2n(ϵ+ 1)− 4ϵ− 3]α+ (ϵ+ 1)2 (2HD)

(n− 1 + ϵ)(n− 2)α2 + (ϵ2 + nϵ− ϵ+ 2n− 3)α+ ϵ+ 1 (1D)

[(ϵ+ n)2 − 4ϵ− 3n+ 2]α2 + (2ϵ+ 2n− 3)α+ 1 (2HD) and not (S)

(n− 1 + 2ϵ)(n− 2)α2 + [2n+ (ϵ+ 3)(ϵ− 1)]α+ 1 (S)

.

Démonstration. On reproduit la même stratégie de la preuve de la Proposition 4.1 : nous distinguons
dans Définition 1.1 les permutations qui envoient à la fois i sur j et p sur l, les permutations qui
envoient i sur j mais pas p sur l, les permutations qui envoient p sur l mais pas i sur j et enfin les
autres permutations qui n’envoient ni i sur j, ni p sur l... on obtient :

detα(Jn+ϵEi,j+ϵEp,l) =
∑
σ∈Sn
σ(i)=j
σ(p)=l

αn−ν(σ)(1+ϵ)2+
∑
σ∈Sn
σ(i)=j
σ(p)̸=l

αn−ν(σ)(1+ϵ)+
∑
σ∈Sn
σ(i)̸=j
σ(p)=l

αn−ν(σ)(1+ϵ)+
∑
σ∈Sn
σ(i) ̸=j
σ(p)̸=l

αn−ν(σ) .

En regroupant les termes qui vont bien ensemble on obtient

detα(Jn+ϵEi,j+ϵEp,l) = ϵ2×
∑

σ∈Si→j
n ∩Sp→l

n

αn−ν(σ)+ϵ×
∑

σ∈Si→j
n

αn−ν(σ)+ϵ×
∑

σ∈Sp→l
n

αn−ν(σ)+
∑
σ∈Sn

αn−ν(σ) .

L’énoncé suit immédiatement en appliquant la Proposition A.3 à la fonction f : R×N→ R, (α, ν) 7→
αn−ν , en se souvenant du Lemme 1.7 et des calculs fastidieux mais élémentaires.

Nous pouvons alors annoncer notre résultat dans le cas d’une double perturbation.

Theorem 4.5 (Répulsion de zéros de Yang-Lee). Pour n ≥ 3 et i, j, p, l ∈ [n], YL(Jn + ϵEi,j +

ϵEp,l) ⊂ R, sauf dans les cas suivants :
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— Les deux positions perturbées sont distinctes et toutes les deux sur la diagonale (i = j, p = l, i ≠ p)
avec

|2ϵ+ 1| >
√
n− 1

n− 2
.

— Les deux positions perturbées sont toutes les deux en dehors de la diagonale et ne sont ni
symétriques ni sur la même ligne ou la même colonne [i ̸= p, j ̸= l, i ̸= j et p ̸= l et (i ̸= l ou
j ̸= p)] avec

ϵ < −1

4
.

Dans ce deux cas, on parlera alors de répulsion de zéros de Yang-Lee. Dans tous les cas, les
n− 3 zéros de Yang-Lee triviaux réels : {− 1

k , k ∈ [n− 3]} subsistent.

Démonstration. Il s’agit d’un corollaire de la Proposition 4.4 . En effet, les racines sont complexes
seulement dans les cas où le polynôme Qn,ϵ

i,j,p,l est effectivement de degré 2 et a son discriminant
strictement négatif. En faisant les calculs on obtient le résultat annoncé.

4.3 La perturbation diagonale εIn

On s’intéresse dans cette section à l’étude de detα(Jn + εIn) pour un ε réel fixé. On montre que
celui-ci s’exprime en fonction d’autres α-déterminant, et que c’est finalement un polynôme explicite
de α et ϵ. Pour ce faire nous avons besoin de ce résultat préliminaire.

Lemme 4.6. Soit Dn l’ensemble des dérangements de Sn (voir Définition A.5). Alors

detα(Jn − In) =
∑
σ∈Dn

αn−ν(σ) =

⌊n2 ⌋∑
i=0

αn−i

 i∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)
|s(n− l, i− l)|

 .

Démonstration. Considérons detα(Jn − In). Pour qu’une permutation contribue à un terme non
nul, elle ne peut contenir aucun point fixe, donc detα(Jn − In) =

∑
σ∈Dn

αn−ν(σ), où Dn sont les
dérangements de Sn. Il ne reste plus qu’à regrouper les dérangements en fonction du nombre de cycles.
Le nombre de dérangements de Sn avec i cycles, noté T (n, i), s’obtient facilement par récurrence
(voir Lemme A.11). Il est donné par

T (n, i) =

i∑
l=0

(−1)l
(
n

l

)
|s(n− l, i− l)| .

Pour conclure, il suffit d’observer que, comme pour un dérangement σ ∈ Dn, chaque cycle est
constitué d’au moins deux éléments (car c’est un dérangement) la somme s’arrête en fait à ⌊n2 ⌋ car
les autres termes sont nuls.

Théorème 4.7 (Perturbation diagonale).

detα(Jn + εIn) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(1 + ε)n−k

⌊ k2⌋∑
i=0

αk−i

 i∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
|s(k − l, i− l)|

 .
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Démonstration. La démonstration consiste à regrouper les permutations selon le cardinal du sous-
ensemble de [n] fixé et l’utilisation du Lemme 4.6. Plus précisément

detα(Jn + εIn) =
∑
σ∈Sn

αn−c(σ)
n∏

i=1

(1 + δi,σ(i)ε)

=
n∑

k=0

∑
I⊂{1,...,n},|I|=k

∑
σ∈Fixn(I)

αn−ν(σ)(1 + ε)k par le lemme A.8

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(1 + ε)k

∑
σ∈Fixn(1,...,k)

αn−ν(σ) par le lemme A.9

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(1 + ε)k

∑
σ∈Dn−k

αn−k−ν(σ) par le lemme A.10

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(1 + ε)n−k

⌊ k2⌋∑
i=0

αk−i

 i∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
|s(k − l, i− l)|

 par le lemme 4.6 .

5 Zéros de Yang-Lee aléatoires

Dans la suite, on étudie la répulsion aléatoire des zéros de Yang-Lee.

5.1 Trois résultats généraux

Soit E une variable aléatoire réelle. L’objectif de cette section est de décrire dans quelques cas la
probabilité que les zéros de Yang-Lee soient réels lorsque Jn est bruité par des copies indépendantes
de E .

Plus précisément, on note P l’ensemble des positions perturbées et YP les zéros de Yang-Lee associés,
c.-à-d. YP = YL(Jn + E

∑
(i,j)∈P Ei,j). D’après la Section 4, on a les résultats suivants :

Theorem 5.1 (Perturbation unique). Si Card(P ) = 1 alors P(YP ⊂ R) = 1.

Démonstration. C’est immédiat d’après la Proposition 4.1.

Theorem 5.2 (Perturbation double). Si Card(P ) = 2, en notant J = {(i, j), (p, l)}, on a :

P(YP ⊂ R) =


P
(
|2E + 1| ≤

√
n−1
n−2

)
i = j, p = l et i ̸= p

P
(
E ≥ −1

4

)
i ̸= p, j ̸= l, i ̸= j et p ̸= l et (i ̸= l ou j ̸= p)

.

Dans tous les autres cas : P(YP ⊂ R) = 1.

Démonstration. C’est une application immédiate de la Proposition 4.4.

On peut également supposer que (i, j, p, l) est une variable aléatoire qui (par exemple) suit la loi
uniforme sur [n]4. On a :
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Théorème 5.3. Soient i, j, p, l i.i.d. de loi Unif[n] et soit P = (i, j, p, l). Alors,

P (YP ⊂ R) = 1− n− 1

n3
× P

(
|2E + 1| >

√
n− 1

n− 2

)
− (n− 1)2(n− 2)

n3
× P

(
E < −1

4

)
.

Démonstration. On considère les deux évènements suivants :

A : « les positions (i, j) et (p, l) sont distinctes et toutes les deux sur la diagonale » ;

B : « les positions (i, j) et (p, l) sont toutes les deux en dehors de la diagonale, ne sont pas
symétriques, et ne sont pas sur une même ligne ou une même colonne »

Il s’agit des deux évènements qui permettent d’obtenir des racines complexes : par rapport à la
Définition 4.3, on a A = (2D) and not (ML) et B = (2HD) and not (S) and not (ML), que
l’on a écrit sous la forme suivante dans le Theorem 5.2

A = (i = j) ∩ (p = l) ∩ (i ̸= p) ,

B = (i ̸= j) ∩ (i ̸= p) ∩ (l ̸= p) ∩ (l ̸= j) ∩ [(i ̸= l) ∪ (j ̸= p)] .

En utilisant la formule de probabilités totales on a

P(YP ̸⊂ R) = P(YP ̸⊂ R|A)× P(A) + P(YP ̸⊂ R|B)× P(B) + P(YP ̸⊂ R|A ∩B)× P(A ∩B) .

D’après le Theorem 5.2, on a P(YP ̸⊂ R|A∩B) = 0 ainsi que P(YP ̸⊂ R|A) = P
(
|2ϵ+ 1| >

√
n−1√
n−2

)
et P(YP ̸⊂ R|B) = P

(
ϵ < −1

4

)
. Cela nous permet d’obtenir

P(YP ̸⊂ R) = P

(
|2ϵ+ 1| >

√
n− 1√
n− 2

)
× P(A) + P

(
ϵ <
−1
4

)
× P(B) . (5.1)

Or, il y a n4 uplet possibles (i, j, p, l), et par définition de Unif[n], on a que P(A) = Card(A)
n4 et

P(B) = Card(B)
n4 . Pour conclure il ne nous reste qu’à trouver Card(A) et Card(B). Construire un

élément de A, revient à choisir une position pour (i, j) sur la diagonale, il y a n choix possibles, puis
une position pour (p, l) également sur la diagonale mais distincte de (i, j), il y a n− 1 choix possibles.
On a donc Card(A) = n(n− 1) et donc P(A) = n−1

n3 .

Construire un élément de B, revient à choisir une position (i, j) qui soit en dehors de la diagonale, il
y a n(n− 1) choix possibles. Ensuite, on choisit une position (p, l) qui ne doit pas être symétrique
à (i, j) (1 position), ne pas être sur la même ligne ou la même colonne que (i, j) (2n positions), ne
pas être sur la diagonale (n positions). On retire les positions interdites qu’on a compté deux fois à
savoir : (i, j) ; (i, i) et (j, j) et on a donc n2 − (1 + 2n+ n− 3) = n2 − 3n+ 2 = (n− 1)(n− 2) choix
possibles pour (p, l). Finalement, Card(B) = n(n− 1)2(n− 2) et donc P(B) = (n−1)2(n−2)

n3 .

En reportant ces deux résultat dans Equation (5.1), on obtient le résultat annoncé, en rappelant que
P(YP ⊂ R) = 1− P(YP ̸⊂ R).
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5.2 Quelques applications

Variables aléatoires à valeurs dans N. Dans ce cas P(E ≥ −1
4) = 1 et P(|2E + 1| ≤

√
n−1
n−2) =

P(E = 0). Tout dépend donc de P(E = 0), et si P est choisi comme dans le Théorème 5.3, on a :
P(YP ⊂ R) = 1− (1− P(E = 0))n−1

n3 . Par exemple :

P(YP ⊂ R) =


1− (1− (1− s)r)n−1

n3 E ∼ Binom(r, s)

1− n−1
n3 E ∼ Geom(p)

1− (1− e−λ)n−1
n3 E ∼ Poisson(λ)

.

Variables aléatoires réelles continues. On se place par souci de simplicité dans le cas où
P = {(i, i), (j, j)} et E ∼ N

(
−1

2 , 1
)
. En utilisant le fait bien connu que si X ∼ N (0, 1) alors X2

admet x ∈ R+ 7→ 1√
2πx

e−
x
2 comme densité de probabilité, on a :

P(YP ⊂ R) =
∫ 1

4

(
n−1
n−2

)
0

1√
2πx

e−
x
2 dx =

1

π

Γ

(
1

2

)
− Γ

(
1

4

(
n− 1

n− 2

)
,
1

2

)
où on a introduit respectivement la fonction Γ d’Euler et la fonction Γ incomplète supérieure [J.L16].
Le théorème de convergence dominée assure la bonne définition de

lim
n→∞

Γ

(
1

4

(
n− 1

n− 2

)
,
1

2

)
= Γ

(
1

4
,
1

2

)
.

Il vient alors que

lim
n→∞

P(YP ⊂ R) =
1

π

(
Γ

(
1

2

)
− Γ

(
1

4
,
1

2

))
= 0.387024+ .
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6 Conclusions et perspectives

En conclusion, d’une part l’endroit où l’on perturbe les Zéros de Yang-Lee joue un rôle crucial
dans la manière dont les zéros sont déplacés et notamment s’ils peuvent quitter la droite réelle.
Cela peut sembler contre-intuitif, car toutes les positions semblent identiques, mais cela s’explique
par le fait qu’échanger une ligne ou une colonne ne préserve pas l’α-déterminant contrairement au
déterminant (au signe près). On ne peut donc pas à partir d’un ensemble de positions perturbées se
ramener à n’importe quel autre ensemble de positions. En effet seule la permutation simultanée de
deux lignes et deux colonnes préserve l’α déterminant. Les groupements qu’on a fait par exemple
pour une perturbation : (D) et (HD) ou encore pour deux perturbations, (ML et 1D), (ML et
2HD), (not ML et 1HD) , (not ML et 2D), (S) ect... sont en fait des "classes d’équivalence" pour
cette relation : xRy équivaut à x peut être déplacé à y par des permutations simultanées de deux
lignes et deux colonnes". Plus le nombre de perturbation augmente, plus le nombre de ces classes
d’équivalence augmente, et donc plus de cas possibles apparaîtront. Approfondir le point de vue
précédent constitue une perspective intéressante. En outre, on a perturbé avec seulement une même
copie de epsilon, on aurait pu introduire des perturbations différentes, ce qui donnerait plus de
degrés de liberté pour que les discriminants des Qn,ϵ,ϵ′

i,j soit strictement négatifs, et donc il y aurait
eu mécaniquement plus de classes de positions pour obtenir des zéros de Yang-Lee non-réels. En
effet, pour le cas de deux perturbations avec un même epsilon, il n’y avait que deux classes de deux
positions qui donnaient des racines complexes. En conséquence la probabilité d’obtenir des zéros
de Yang-Lee non réels, était assez faible, autour de 5% pour des variables aléatoires à valeurs entières).

D’autre part, calculer numériquement l’alpha déterminant ou même le permanent de façon efficace
(notamment en terme de complexité temporelle) reste un problème ouvert. En essayant de le calculer
directement de façon déterministe comme avec algorithme naïf et algorithme de Bell, on ne peut pas
aller plus loin que des matrices de taille 11, 12 en un temps raisonnable (explosion combinatoire).
Une perspective possible serait d’utiliser des algorithmes stochastiques. C’est par exemple le cas de
Barvinok [Bar20] qui a montré qu’il existe un schéma d’approximation randomisé entièrement en
temps polynomial pour le permanent de A une matrice hermitienne positive semi-définie ayant ses
valeurs propres comprises entre 0 et 2 en écrivant le permanent de A comme une intégrale d’une
fonction log-concave.
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A Résultats utiles sur Sn, Sp→l
n , positions perturbées et les dérange-

ments Dn

On présente dans cette annexe des résultats utiles sur le groupe symétrique Sn et l’ensemble des
dérangements Dn.

Soit ν(σ) le nombre de cycles de la permutation σ.

Lemme A.1. Pour tout σ ∈ Sn on a ν(σ) = ν(σ−1).

Démonstration. Commençons par traiter le cas où σ = (a1, · · · , ak) est un cycle. On a directement
que σ−1 = (ak, ak−1, · · · , a1). Donc ν(σ) = 1 = ν(σ−1) et le résultat est prouvé dans ce cas.
Pour traiter le cas général on utilise le fait que toute permutation σ ∈ Sn se décompose en produit
de cycles à supports disjoints. Soit alors σ ∈ Sn que l’on écrit comme σ = c1 · · · ck comme produit
de cycles à supports disjoints. Le résultat précédent donne que, puisque σ−1 = c−1

1 · · · c
−1
k , alors

ν(σ) = k = ν(σ−1), ce qui achève la preuve.

On considère une position (i, j) ∈ [n]2. On dit que (i, j) est sur la diagonale lorsque i = j. On dit
que (i, j) est en dehors de la diagonale lorsque i ̸= j. On pose Si→j

n = {σ ∈ Sn, σ(i) = j}.

Proposition A.2. Soit E et F deux ensembles quelconques. On a pour toute application f :
E × N→ F et tout x ∈ E :

∑
σ∈Si→j

n

f(x, ν(σ)) =


∑

σ∈Sn−1

f(x, ν(σ) + 1) si (i, j) est sur la diagonale∑
σ∈Sn−1

f(x, ν(σ)) sinon

Démonstration. Si on note ι l’inclusion naturelle de Sn→n
n dans Sn−1 et on note fi : Si→i

n → Sn→n
n

la fonction définie par l’action σ 7→ (i, n) ◦ σ ◦ (i, n), alors ι ◦ fi est une bijection de Si→i
n dans Sn−1

et elle vérifie pour tout σ ∈ Si→i
n : ν((ι ◦ fi)(σ)) = ν(σ)− 1. De plus, pour i ≠ j, la fonction gi,j :

Si→j
n → Si→i

n définie par l’action σ 7→ (j, i) ◦ σ est une bijection qui vérifie pour tout σ ∈ Si→j
n ,

ν(gi,j(σ)) = ν(σ) + 1, ce qui conclut la démonstration.

On a alors la proposition suivante.

Proposition A.3. Si les deux positions (i, j) et (p, l) ne sont pas de type ML, on a pour toute
application f : E × N→ F et tout x ∈ E :

∑
σ∈Si→j

n ∩Sp→l
n

f(x, ν(σ)) =



∑
σ∈Sn−2

f(x, ν(σ) + 2) 2D

∑
σ∈Sn−2

f(x, ν(σ) + 1) S ou 1D

∑
σ∈Sn−2

f(x, ν(σ)) 2HD et not S

.

24



Démonstration. Examinons les trois cas de l’énoncé séparément.

Si 2D, on note fi,p : Si→i
n ∩ Sp→p

n → Sn−1→n−1
n ∩ Sn→n

n la fonction définie par l’action σ 7→
(i, n)◦ (p, n−1)◦σ ◦ (p, n−1)◦ (i, n) et ι′ l’inclusion naturelle de Sn−1→n−1

n ∩Sn→n
n dans Sn−2. On a

alors que ι′ ◦ fi,p réalise une bijection de Si→i
n ∩Sp→p

n dans Sn−2 et que pour tout σ ∈ Si→i
n ∩Sp→p

n ,
ν((ι′ ◦ fi,p)(σ)) = ν(σ)− 2.

Si S, alors la fonction hi,j :Si→j
n ∩Sj→i

n → Si→i
n ∩Sp→p

n définie par σ 7→ (i, j) ◦ σ est une bijection
et pour tout σ ∈ Si→j

n ∩Sj→i
n , on a ν(hi,j(σ)) = ν(σ) + 1. Concernant le cas 1D, alors la fonction

g(i,j)(p,l) : Si→j
n ∩Sp→l

n → Si→i
n ∩Sp→p

n telle que σ 7→ (j, i) ◦ (l, p) ◦ σ est une bijection et pour tout
σ ∈ Si→j

n ∩Sp→l
n on a à nouveau ν(g(i,j)(p,l)(σ)) = ν(σ) + 1.

Enfin dans le dernier cas 2HD et not S, on a que g(i,j)(p,l) est encore une bijection mais cette fois-ci
pour tout σ ∈ Si→j

n ∩Sp→l
n on vérifie facilement que ν(g(i,j);(p,l)(σ)) = ν(σ) + 2.

Remarque A.4. Si (i, j) et (p, l) sont de type ML, alors Si→j
n ∩Sp→l

n = ∅ et donc∑
σ∈Si→j

n ∩Sp→l
n

f(x, ν(σ)) = 0 .

Définition A.5. Soit n ≥ 1, on note Dn = {σ ∈ Sn | ∀i ∈ [n], σ(i) ̸= i} ⊂ Sn l’ensemble des
dérangements de Sn.

Définition A.6. Soit n ≥ 1. On note pour k ∈ {0, . . . , n− 1} et (i1, . . . , ik) ∈ [n]k,Fixn(i1, . . . , ik)
le sous-ensemble de Sn dont les éléments (i1, . . . , ik) sont fixés mais pas les autres.

Remarque A.7. Fixn(∅) = Dn

Lemme A.8.

Sn = {id}
⊔

Fixn(∅)
⊔
⊔

i∈[n]
Fixn(i)

⊔
· · ·
⊔

⊔
i1 ̸=i2 ̸=... ̸=in−1

Fixn(i1, . . . , in−1)

Démonstration. Par définition, les intersections sont disjointes et cette union contient toutes les
permutations.

Lemme A.9. ∀k ∈ {0, . . . , n− 1} , ∀(i1, . . . , ik) ∈ [n−1]k,Fixn(i1, . . . , ik) équipotent à Fixn(1, . . . , k)

Démonstration. Soit k ∈ {0, . . . , n− 1} , (i1, . . . , ik) ∈ [n− 1]k.
On pose φ(i1,...,ik) :σ ∈ Fixn(i1, . . . , ik) 7→ (i1 1) ◦ · · · ◦ (ik k) ◦σ ◦ (i1 1) ◦ · · · ◦ (ik k) ∈ Fixn(1, . . . , k).
φ(i1,...,ik) est bien définie et bijective.

Lemme A.10. Fixn(1, . . . , k) équipotent à Dn−k et une permutation σ ∈ Fixn(1, . . . , k) est associée
à une unique permutation σ′ ∈ Dn−k possédant ν(σ)− k cycles.

Démonstration. On note φ :Fixn(1, . . . , k)→ Dn−k telle que

∀σ ∈ Fixn(1, . . . , k), ∀i ∈ [k − 1], φ(σ)(i) = σ|(k+1,...,n)(i+ k)
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Et ψ :Dn−k → Fixn(1, . . . , k) telle que :

∀σ ∈ Dn−k, ∀i ∈ [k − 1], ψ(σ)(i) = i

∀i ∈ {k + 1, . . . , n}, ψ(σ)(i) = σ(i− k)

φ et ψ sont clairement bien définies et φ ◦ ψ = id|Fixn(1,...,k) et ψ ◦ φ = id|Dn−k
donc Dn−k et

Fixn(1, . . . , k) sont équipotents. De plus par définition de φ, on a bien que pour σ ∈ Fixn(1, . . . , k),
φ(σ) possède ν(σ)− k cycle.

Lemme A.11. On note pour n ∈ N et k ≤ n, T (n, k) = #{σ ∈ Dn | ν(σ) = k}. Alors,

T (n, k) =

k∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
|s(n− i, k − i)|

Démonstration. On procède par récurrence double sur n ∈ N sur le prédicat définit par
P(n) = ”∀k ∈ {0, . . . , n}, T (n, k) =

∑k
i=0(−1)i

(
n
i

)
|s(n− i, k − i)|”

P(0) et P(1) sont évident en effet T (0, 0) = 1 = |s(0, 0)|, T (1, 0) = 0 = |s(1, 0)|, T (1, 1) = 0 =

|s(1, 1| − |s(0, 0)|.
Fixons désormais n ∈ N∗, supposons P(n) et P(n− 1), montrons P(n+ 1).
Tout d’abord, T (n+1, n+1) = 0 = (1−1)n+1 =

∑n+1
i=0 (−1)i

(
n+1
i

)
=
∑n+1

i=0 (−1)i
(
n+1
i

)
|s(n+1−i, n+

1− i)| (pour tout entier p, la seule permutation de {1, . . . , p} avec p cycles dans sa décomposition est
l’identité) et T (n+1, 0) = 0 = |s(n, 0)| (une permutation a au moins un cycle dans sa décomposition).
Maintenant soit k ∈ [n], pour σ ∈ {σ ∈ Dn+1 | ν(σ) = k}, et c le cycle de la décomposition d’un tel
σ dont le support contient (n+ 1).
Un tel dérangement σ peut être caractérisé de deux façons différentes :
Si c est de la forme c = (p, n + 1), p ∈ {1, . . . , n}, un 2-cycle alors un tel dérangement σ est la
composée de k− 1 cycles formant la décomposition d’un dérangement d’un ensemble à n− 1 éléments
(T (n− 1, k− 1) choix) et de c (il y a n possibilités pour p donc pour c) donc jusqu’ici nT (n− 1, k− 1)

dérangements possibles.
Sinon on a c de la forme c = (a1 a2 ap, n+ 1), p ∈ {2, . . . , n}, et σ peut être entièrement déterminée
par le choix d’un dérangement de [n] dont la décomposition est formée de k cycles (T (n, k) choix), on
en choisit un (k possibilités), et on transforme ce cycle qui est de la forme (a1 a2 . . . ap), p ∈ [n] en
(a1 a2 . . . ap (n+ 1)), puis on remplace l’ancien cycle par le nouveau dans l’ancienne décomposition
en cycles à supports disjoints pour obtenir un tel dérangement σ, il y a donc kT (n, k) possibilités.
On obtiens alors la relation T (n+ 1, k) = nT (n− 1, k − 1) + kT (n, k). Par hypothèse de récurrence
double on a :

nT (n− 1, k − 1) = n

k−1∑
i=0

(−1)i
(
n− 1

i

)
|s(n− 1− i, k − 1− i)| = −

k∑
i=1

(−1)ii
(
n

i

)
|s(n− i, k − i)|

Donc

kT (n, k) + nT (n− 1, k − 1) = k|s(n, k)|+
k∑

i=1

(−1)i
(
n

i

)
(k − i)|s(n− i, k − i)|

On utilise alors le résultat bien connu ∀n, k ≥ 1, |s(n, k)| = k|s(n− 1, k)|+ |s(n− 1, k − 1)| que l’on
démontre avec un raisonnement analogue au précédent (k|s(n− 1, k)| partitions qui sans le singleton
n et |s(n− 1, k − 1)| partitions qui contiennent le singleton n), on a alors :
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T (n+ 1, k)− k|s(n, k)| =
k∑

i=1

(−1)i
(
n

i

)
(k − i)|s(n− i, k − i)| =

k−1∑
i=1

(−1)i
(
n

i

)
(k − i)|s(n− i, k − i)| =

k−1∑
i=1

(−1)i
(
n

i

)
(|s(n+ 1− i, k − i)| − |s(n− i, k − 1− i))

=
k−1∑
i=1

(−1)i
(
n

i

)
|s(n+ 1− i, k − i)|+

k∑
i=2

(−1)i
(

n

i− 1

)
|s(n+ 1− i, k − i)|

=
k−1∑
i=2

(−1)i
(
n+ 1

i

)
|s(n+ 1− i, k − i)| − n|s(n, k − 1)|+ (−1)k

(
n

k − 1

)
|s(n+ 1− k, 0)|

=

k−1∑
i=2

(−1)i
(
n+ 1

i

)
(|s(n+ 1− i, k − i)|)− n|s(n, k − 1)|

Donc :

T (n+ 1, k) = k|s(n, k)| − n|s(n, k − 1)|+
k−1∑
i=2

(−1)i
(
n+ 1

i

)
|s(n+ 1− i, k − i)|

= −(n+ 1)|s(n, k − 1) + s(n+ 1, k) +

k−1∑
i=2

(−1)i
(
n+ 1

i

)
|s(n+ 1− i, k − i)|

=
k∑

i=0

(−1)i
(
n+ 1

i

)
|s(n+ 1− i, k − i)| = T (n+ 1, k)

Ce qui conclut la démonstration.
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Acronymes

A

detα(M) α-determinante de la matrice M
permα(M) α-permanente de la matrice M
E

[n] ensemble des entiers de 1 à n
Dn ensemble des dérangements de Sn

Fixn(i1, . . . , ik) ensemble des permutations dans Sn qui fixent exactement i1, . . . , ik
Si→j

n ensemble des permutations dans Sn qui envoient i sur j
Sn ensemble des permutations de [n], groupe symétrique d’ordre n
P[n] ensemble des partitions de l’ensemble [n]

F

(X)n factorielle décroissante de l’indeterminée X, n ∈ N
(X)n factorielle croissante de l’indeterminée X, n ∈ N
M

Ei,j matrice de taille n qui contient un 1 en position (i, j) et des 0 partout ailleurs
In matrice identité de taille n
Jn matrice avec que des 1 de taille n
N

B(n) nombre de bell, nombre de partitions d’un ensemble à n éléments
ν(σ) nombre de cycles d’une permutation σ ∈ Sn

ν(π) nombre de parties d’une partition π ∈ Pn
s(n, k) nombre de stirling de première espèce
S(n, k) nombre de stirling de seconde espèce
Y

YP zéros de Yang-Lee avec P l’ensemble des positions perturbées
YL(M) zéros de Yang-Lee de la matrice M
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