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Introduction. Comment apparier deux nuages indépendants de points aléatoires de façon op-
timale ? Dans un cadre géométrique, on peut formaliser cette question comme suit. Soit (Ω, D)
un espace métrique polonais, et soient B = (Bi)

n
i=1 et R = (Ri)

n
i=1 deux processus ponctuels

binomiaux indépendants sur Ω, désignés respectivement par “bleu” et “rouge”, et ayant res-
pectivement pour mesures d’intensité νB et νR. Pour p ∈ R, considérons la variable aléatoire
suivante :

Hopt = min
π∈Sn

n∑
i=1

Dp(Bi, Rπ(i)) , (1)

où Sn est le groupe des permutations de n éléments. Le triplet de l’espace métrique (Ω, D), de
l’aléa des points νB, νR et de l’exposant distance-énergie p ∈ R définit un Euclidean Random
Assignment Problem (ERAP en abrégé).

Un autre point de vue sur le problème est celui du modèle dit de matching planté. Nous
considérons un modèle P1 dans lequel les nuages de points (B,R) ne sont plus tirés selon deux
processus de points indépendants comme précédemment, mais où le nuage R est obtenu à partir
du nuage B selon le modèle suivant :

Rπ⋆(i) = Bi + σξi , (2)

où σ > 0 et ξi sont des bruits i.i.d. centrés, et où π⋆ est une permutation uniforme dans Sn

tirée indépendamment de tout le reste. Dans ce nouveau problème, nous nous intéresserons à
la question suivante : dans le modèle P1, est-il possible, en observant (B,R), de retrouver le
matching planté π⋆ ?

Objectifs du projet. Après s’être familiarisés avec les outils de base du projet, tels que le
théorème de Birkhoff–von Neumann, l’algorithme hongrois, les processus ponctuels de Poisson et
binomiaux, et le lien entre la v.a. dans l’eq. (1) et les distances de Wasserstein ou Zolotaraev en
transport optimal, nous nous concentrerons d’abord sur le cas où (Ω, D) est l’intervalle [0, 1] ⊂ R
équipé de la distance euclidienne usuelle, avec p ∈ [0, 1]. Dans ce cadre :
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— nous étudierons quelques propriétés combinatoires d’une permutation π ∈ Sn réalisant le
minimum dans l’eq. (1) ;

— nous comprendrons comment une telle structure combinatoire encode un arbre, et com-
ment ce codage permet d’estimer, en fonction de l’exposant p, l’espérance de la v.a. dans
l’eq. (1).

Nous nous intéresserons ensuite au modèle de matching planté de l’eq. (2), et :
— sous P1, nous établirons le lien entre la loi a posteriori de π⋆ et le problème d’optimisation

de l’eq. (1) lorsque les bruits sont à queues lourdes ;
— nous chercherons ensuite à établir un résultat de type transition de phase pour le problème

de reconstruction exacte de π⋆ ;
— nous pourrons aussi étudier les aspects numériques pour la résolution ce problème, no-

tamment le sampling selon la loi a posteriori, et illustrer la transition de phase via des
simulations.

Durant toute cette étude, toute initiative visant à modifier les questions de recherche, les modèles,
les directions, pourra être discutée.
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